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Actions mode´re´es de sche´mas en groupes affines et champs mode´re´s
Tame actions of affine group schemes and tame stacks
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Abstract
We compare two notions of tameness : one introduced in [CEPT96] for actions of affine group schemes and one
introduced in [AOV08] for stacks. From this comparison, we deduce results on the structure of inertia groups
in these tame situations.
Nous comparons ici deux notions de mode´ration : celle d’action mode´re´e introduite dans [CEPT96] et celle
de champ mode´re´ introduite dans [AOV08], pour ensuite en de´duire des re´sultats de structure sur les groupes
d’inertie.
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1. Introduction
Chinburg, Erez, Pappas et Taylor ont de´fini dans leur article [CEPT96] la notion d’action mode´re´e. De
leur coˆte´, Abramovich, Olsson et Vistoli ont introduit dans leur article [AOV08] la notion de champ mode´re´. Il
est alors naturel de comparer ces deux notions de mode´ration. En se plac¸ant sous les hypothe`ses de [AOV08,
Definition 3.1] pour le champ quotient associe´ a` une action donne´e, on montre que si l’action est mode´re´e au
sens de [CEPT96], alors le champ quotient est mode´re´ au sens [AOV08]. Sous des hypothe`ses plus restrictives
mais souvent suffisantes dans la pratique, notamment de finitude sur le sche´ma en groupes qui agit, on montre
qu’il y a meˆme e´quivalence entre ces deux notions. Ces re´sultats nous permettent ensuite d’e´tablir un the´ore`me
de structure pour les groupes d’inertie sous des hypothe`ses de mode´ration.
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2. Notations
Dans la suite, les sche´mas conside´re´s seront affines sur une base affine. Plus pre´cise´ment, la base sera
S := Spec(R) ou` R est un anneau commutatif unitaire, G = Spec(A) sera un sche´ma en groupes affine plat sur
S et X := Spec(B) sera un sche´ma affine sur S. La donne´e d’une action de G sur X de´finie par un morphisme
µX : X ×S G → X est e´quivalente a` la donne´e d’un B-comodule de´fini par le morphisme structural, que l’on
notera ρB : B → B ⊗R A. On notera cette action par (X,µX ). On notera C := B
A := {b ∈ B|ρB(b) = b ⊗ 1}
l’anneau des invariants pour l’action et Y := Spec(C). Si S′ est un S-sche´ma, on notera X(S′) = X×S S
′. Enfin,
l’unite´ d’un anneau Λ sera note´e par 1Λ.
3. De´finitions et re´sultats
On rappelle qu’un morphisme α : (B, ρB) → (C, ρC) de A-comodules est une application R-line´aire telle
que ρC ◦ α = (α ⊗ 1B) ◦ ρB. La R-alge`bre A peut eˆtre vu comme un A-comodule via la comultiplication
∆ : A→ A⊗R A.
De´finition 1. On dira qu’une action (X,µX ) est mode´re´e s’il existe un morphisme de A-comodules α : A→ B,
qui est unitaire, i.e. α(1A) = 1B.
Dans le cas d’un groupe constant, cette de´finition peut se traduire en termes de surjectivite´ du morphisme
trace, ce qui e´tend le crite`re de Noether caracte´risant les extensions d’anneaux d’entiers mode´re´es (cf. [CEPT96,
Introduction]) et explique ainsi le choix de la terminologie.
Conside´rons le champ quotient [X/G] associe´ a` l’action (X,µX). On rappelle qu’un espace de modules
grossier pour [X/G] est un couple (M,ρ) ou` M est un espace alge´brique et ρ : [X/G] → M est un morphisme
universel pour les morphismes de [X/G] vers un espace alge´brique tel que pour tout corps Ω alge´briquement
clos, |[X/G](Ω)| ≃M(Ω) ou` |[X/G](Ω)| est l’ensemble des classes d’isomorphismes du groupo¨ıde. Dans la suite,
on notera simplement ρ cet espace de module. Rappelons aussi la de´finition de groupe d’inertie. Pour ζ un
T -point de X ou` T est une R-alge`bre, on notera IG(ζ) le groupe d’inertie de l’action au point ζ : Spec(T )→ X,
de´fini comme le produit fibre´
IG(ζ) := (X ×S G)×(X×SX,(µX ,p1),(ζ,ζ)◦∆) Spec(T )
ou` p1 est la premie`re projection.
Hypothe`ses 2. Supposons que le champ quotient [X/G] soit un champ alge´brique localement de pre´sentation
finie et que tous les groupes d’inertie soient finis.
Sous ces hypothe`ses, on sait par l’article [KM97] qu’il existe un espace de modules grossier ρ : [X/G]→M
et que le morphisme ρ est propre.
De´finition 3. Sous les hypothe`ses 2, on dit que le champ [X/G] est mode´re´ si le foncteur entre les cate´gories de
faisceaux quasi-cohe´rents ρ∗ : Qcoh[X/G]→ Qcoh(M) est exact. En particulier, si on conside`re l’action triviale
avec G fini, localement libre sur S, on dira que G est line´airement re´ductif au sens de [AOV08], si le champ
classifiant [S/G] est mode´re´.
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Remarque 4. Par le crite`re d’Artin [LMB00, The´ore`me 10.1], on montre que lorsque G est plat, de pre´sentation
finie sur S, [X/G] est un champ alge´brique, on a meˆme que le morphisme canonique p : X → [X/G] est un
G-torseur quasi-compact et repre´sentable. De plus, si l’on suppose X de pre´sentation finie sur S, le champ
quotient l’est aussi.
Le but de cet article est d’abord de relier ces deux notions de mode´ration pour ensuite en de´duire des
re´sultats sur les groupes d’inertie.
The´ore`me 5. Supposons que S soit noethe´rien, que le sche´ma en groupes affine G soit plat, de type fini sur
S, que X soit de type fini sur S et que tous les groupes d’inertie soient finis. Si l’action (X,µX) est mode´re´e
alors le morphisme [X/G] → Y est un espace de modules grossier pour [X/G] et le champ quotient [X/G] est
mode´re´.
Sous des conditions plus restrictives, il y a meˆme l’e´quivalence entre les deux notions.
The´ore`me 6. Supposons que Y soit noethe´rien, que le sche´ma en groupes affine G soit fini, localement libre
sur S et que le morphisme X → Y soit plat. Sous ces conditions, le morphisme [X/G] → Y est un espace de
modules grossier et l’action est mode´re´e si et seulement si le champ quotient est mode´re´.
Remarque 7. 1. Le sens direct est vrai sans l’hypothe`se X → Y plat et Y noethe´rien.
2. On peut remplacer l’hypothe`se Y noethe´rien par X de type fini si l’on suppose la base S noethe´rienne. En
effet, par [Con05, Theorem 3.1 (2)], Y est alors de type fini sur S donc noethe´rien.
En utilisant l’article [AOV08], on de´montre le prochain the´ore`me motive´ par l’observation suivante. Si l’on
conside`re le cas du sche´ma en groupes constant associe´ a` un groupe fini Γ tel que B et C = BΓ sont des anneaux
de Dedekind, on peut montrer que les groupes d’inertie aux points ferme´s de X sont line´airement re´ductifs si
et seulement si l’extension B/C est mode´re´e.
The´ore`me 8. Supposons que S soit noethe´rien, le sche´ma en groupes G soit plat, de type fini sur S, que X
soit de type fini sur S et que tous les groupes d’inertie soient finis et plats. Le champ quotient est mode´re´ si et
seulement si tous les groupes d’inertie sont line´airement re´ductifs.
Remarque 9. 1. On peut montrer qu’une action par un sche´ma en groupes diagonalisable est toujours
mode´re´e, et en appliquant [DG70, expose´ IX , §8], on montre que ses groupes d’inertie en tout point ferme´
sont diagonalisables. Cet exemple pointe vers une ge´ne´ralisation possible de ce dernier the´ore`me.
2. Les the´ore`mes expose´s ici peuvent se ge´ne´raliser au cas non affine (voir [CEPT96, Definition 7.1]).
4. Preuve du the´ore`me 5
On commence par deux lemmes.
Lemme 10. L’exactitude du foncteur ρ∗ : Qcoh([X/G]) → Qcoh(Spec(B
A)) est e´quivalente a` celle du foncteur
des invariants (−)A : B-A-modules → BA-modules (pour les notations voir [CEPT96, §2]).
De´monstration. Elle est conse´quence du fait que Qcoh([X/G]) ≃ QcohG(X) par [Vis89, Example 7.17] et
[Har77, §5].
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Le lemme qui suit est plus ge´ne´ral que ne´cessaire mais inte´ressant en tant que tel (on ne fait pas d’hypothe`se
de noethe´rianite´ sur la base S).
Lemme 11. Supposons le groupe G de pre´sentation finie et plat sur S et (X,µX) une action mode´re´e, alors
ρ∗ : Qcoh([X/G])→ Qcoh(Y ) est un foncteur exact et OY ≃ ρ∗O[X/G].
De´monstration. Le re´sultat est conse´quence du Lemme 10 au vu de [CEPT96, lemma 2.3].
Alper appelle un espace de modules ayant la proprie´te´ du lemme un bon espace de modules (voir [Alp08]).
Nous pouvons donc utiliser [Alp08, Theorem 6.6], qui montre l’universalite´ d’un bon espace de modules pour
les morphismes de [X/G] vers un espace alge´brique, vu que [X/G] est noethe´rien, puisque X l’est. Par suite,
[X/G] → Spec(C) est universel pour les morphismes de [X/G] vers un espace alge´brique. D’ailleurs, sous les
conditions de notre the´ore`me 5, on peut appliquer [KM97], qui montre l’existence d’un espace de modules
grossier. Par universalite´ pour les morphismes de [X/G] vers un espace alge´brique, il est e´gal a` Spec(C). Ce
qui montre que [X/G] → Spec(C) est un espace de modules grossier. La suite de´coule aise´ment du Lemme 10
combine´ avec [CEPT96, Lemma 2.3].
5. Preuve du the´ore`me 6
Le sens direct se montre comme pour le the´ore`me 5 sans l’hypothe`se X → Y plat et Y noethe´rien, une fois
que l’on a prouve´ que [X/G] → Spec(C) est un espace de modules grossier. Ceci re´sulte de [Con05, §3]. La
preuve de la re´ciproque se base sur le lemme alge´brique suivant, e´tant donne´ le Lemme 10.
Lemme 12. Soit (X,G) une action sur S. Supposons G fini, localement libre, C noethe´rien et B plat sur C.
Alors les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(1) L’action (X,µX) est mode´re´e.
(2) B est A-coplat en tant que R-module (cf. [WB03, 10.8]).
(3) (−)A : BM
A → CM, N 7→ (N)
A est exact .
(1’) L’action (X,GY ) est mode´re´e.
(2’) B est AC-coplat en tant que C-module.
(3’) (−)AC : BM
AC → CM, N 7→ (N)
AC est exact.
De´monstration. Pour (1) ⇒ (2), on applique [Doi85, Theorem 1.6] suivi de [CMZ02, Theorem 1] en prenant
en compte [Doi85, (1.4)]. Les e´quivalences (1′) ⇔ (1) et (3) ⇔ (3′) se montrent facilement et les e´quivalences
(2)⇔ (3) et (2′)⇔ (3′) re´sultent de [CMZ02, Lemma 22].
Nous allons montrer que (3′) ⇒ (1′). Etant donne´ les hypothe`ses du lemme, on peut montrer que AC est de
pre´sentation finie sur C et comme par hypothe`se B est plat sur C, on peut appliquer [WB03, 10.11] pour obtenir
les isomorphismes suivants :
BACB
∗ ≃ ComAC (B,B) et BAC (B ⊗R A)
∗ ≃ ComAC (B ⊗C A
′, B)
ou`  de´note le produit cotensoriel et (−)∗ = HomC(−, C) est le dual sur C. Puisque (B ⊗ ǫ) est une section
C-line´aire de ρB : B → B ⊗R A, le morphisme (B ⊗C AC)
∗ → B∗ est surjectif et puisque nous supposons B
AC -coplat, BAC (B⊗RA)
∗ → BACB
∗ est aussi surjective. C’est ainsi, que par les isomorphismes pre´ce´dents,
le morphisme ComAC (B ⊗C AC , B)→ ComAC (B,B) est surjectif, ce qui permet de conclure.
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6. Preuve du the´ore`me 8
Lemme 13. Supposons G fini, plat sur S. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
1. Le champ classifiant [S/G] est mode´re´.
2. G est line´airement re´ductif au sens de [AOV08].
3. Pour tout point ge´ome´trique x¯ : Spec k → S de S, la fibre Gx¯ := G×S Spec k est line´airement re´ductive.
De´monstration. L’e´quivalence (1)⇔ (2) est imme´diate sachant que l’identite´ S → S est dans ce cas un espace
de modules grossier. L’e´quivalence (1) ⇔ (3) est alors une re´e´criture de l’e´quivalence (a) ⇔ (b) de [AOV08,
Theorem 3.2] pour une action triviale.
Apre`s avoir montre´ que pour tout point ζ : Spec(T ) → X, AutT (p(ζ)) ≃ IG(ζ), ou` p est le morphisme
canonique surjectif X → [X/G] et pour tout ξ : T → [X/G],
AutT (ξ) := [X/G]×([X/G]×S [X/G],∆,∆◦ξ) Spec(T )
Prenons un T -point ζ : Spec T → X au dessus de S, comme par hypothe`se le groupe d’inertie IG(ζ) est fini et
plat, par le lemme pre´ce´dent, il nous suffit donc de de´montrer que (IG(ζ))x¯ est line´airement re´dutif, pour tout
point x¯ : Spec k → Spec T , avec k alge´briquement clos. Or, on montre facilement que (IG(ζ))x¯ = IG(ζ ◦ x¯)
ou` ζ ◦ x¯ : Spec k → X est un point ge´ome´trique de X. Ainsi, pour tout point ge´ome´trique x¯, par l’e´quivalence
(a) ⇔ (b) de [AOV08, Theorem 3.2], tous les groupes d’inertie aux points ge´ome´triques sont line´airement
re´ductifs au sens de [AOV08], donc (IG(ζ))x¯ est line´airement re´ductif au sens de [AOV08] ce qui montre par le
lemme pre´ce´dent que IG(ζ) l’est aussi. La re´ciproque est e´vidente en conside´rant toujours la meˆme e´quivalence
de [AOV08, Theorem 3.2] .
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